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Résumé

Dans ce papier, nous présentons les idées de base de
I'approche algébrique dans la formalisation des
structures musicales, avec un regard particulier sur la
Set-Theory américaine. Dans cette perspective, le
catalogue d'accords proposé par Allen Forte n'est
gu'un cas particulier d'une action d'une structure
algébrique de groupe sur un ensemble. Nous
montrons comment le changement du type de groupe
opérant sur un ensemble de classes des hauteurs (ou
pitch-class set, ECH en abrégé) est étroitement lié a
la notion multiforme déquivalence entre accords et
conduit a des catalogues différents de structures
intervalligues (dont I'interprétation traditionnelle
concerne les hauteurs, mais pour lesquelles on peut
proposer des applications intéressantes et nouvelles
au niveau rythmique). Les opérations de base de la
Set-Theory sont discutées a travers I'implémentation
réalisée en OpenMusic, un langage de programmation
pour l'analyse et la composition assistée par
ordinateur qui permet une représentation et une
manipulation graphique de ces outils théoriques.
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1 Introduction

Depuis les années soixantes, la recherche
théorique en musique a trouvé dans |'approche
algébrique une aide précieuse pour la formalisation
des structures musicales. Plusieurs compositeurs, tels
gue Milton Babbitt aux Etats-Unis, lannis Xenakis en
Europe et Anatol Vieru en Europe de I'Est, ont
employé de structures de groupe aussi bien pour ce
qui concerne la théorisation des problémes musicaux
classiques (formalisation des échelles et des
structures rythmiques) que pour |'exploration de
nouvelles stratégies compositionnelles. Cela est di
principalement a la généralité des concepts
algébriques, qui peuvent trouver une application
naturelle aussi bien au niveau des hauteurs que des
rythmes. Cette double perspective caractérise
constamment la réflexion des trois compositeurs/
théoriciens précédents. Dans |a présentation classique

de la Set-Theory, comme on la trouve par exemple
chez Allen Forte (Forte, 1973), il ny a pas de
formalisation algébrique a proprement parler. La
notion de congruence modulo 12, permettant de
définir le concept de classe des hauteurs comme
classe d'équivalence d'une note donnée (modulo
I'octave), n'est presque jamais mise en relation avec la
structure algébrique du groupe cyclique Z/12Z
d'ordre 12, qui représente pourtant I'espace naturel a
la base de ce type de relation d'équivalence. De
méme, on peut constater que la représentation
circulaire du tempérament égal (toujours modulo
I'octave) est complétement absente de la démarche
proposée par Allen Forte, a la différence d'autres
approches plus algébriques qui caractérisent, par
exemple, la théorie diatonique ou la nouvelle théorie
néo-riemanniénne.>  Mais la théorie des groupes est
présente dans d'autres textes de référence sur la Set-
Theory, en particulier I'ouvrage pédagogique Basic
Atonal Theory (Rahn, 1980), le traité de théorie et
composition Composition with Pitch-Classes (Morris,
1987) et un opus magnum qui a révolutionné la
pensée théorique et analytique aux Etats-Unis en
ouvrant la voie a celle que I'on appelle désormais
I'approche "transformationnelle" enverslathéorie de
la musique : Generalized Musical Intervals and
Transformations (Lewin, 1987). Nous partageons la
conviction qu'une approche algébrique envers la
théorie de lamusique, I'analyse et la composition peut
permettre de présenter les concepts traditionnels de la
Set-Theory américaine dans une forme a la fois trés
élégante et particulierement adaptée a la
généralisation et a I'implémentation dans un
environnement d'analyse et composition assistée par
ordinateur. Ces points seront discutés a l'aide de
['implémentation réalisée dans OpenMusic, le langage
de programmation visuelle développé a Ilrcam
(Assayag et a., 1999). Cette implémentation permet
de choisir la structure de groupe la plus appropriée
par rapport au type de relation d'équivalence

! Une bibliographie détaillée de la Set-Theory, théorie
diatonique et théorie néo-riemanniénne est disponible
online sur la page web du Séminaire MaMuX
(Mathématiques/Musique et relations avec dautres
disciplines) del'lrcam :
http://www.ircam.fr/equipes/repmus/mamux.



employée. Chague structure de groupe caractérise une
librairie spécifique, I'idée principale étant que le fait
de privilégier une librairie a une autre peut étre
considéré comme le choix d'un paradigme
d'interprétation particulier dans le processus de
formalisation des structures musicales. Dans le cas de
la librairie Zn, nous avons utilisé les propriétés
algébriques du groupe cyclique Z/nZ d'ordre n et
I'action de ce groupe sur |la structure d'ensemble qu'il
représente. Cela offre une formalisation algébrique du
concept d'équivalence entre accords a une
transposition pres. |l sagit, aussi bien historiquement
gue conceptuellement, du premier type de catalogue
d'accords établi de fagon compléte. Deux théoriciens
de L'Europe de I'Est sont en particulier responsables
de ce résultat le Polonais Macigj Zalewski
(Zalewski, 1972) et le Roumain Anatol Vieru (Vieru,
1980). Ces deux théoriciens ont travallé dans
I'isolement presque total des pays de I'est pendant les
années de I'aprés guerre et ils ont abouti au catal ogue
complet des structures d'accords a une transposition
pres, un catalogue dont les ramifications théoriques et
mathématiques sont loin d'étre épuisés? Le catalogue
comprend 352 classes d'équivalences (si on inclut
I'ensemble vide et la classe d'équivalence d'une note
simple) qui sont représentées et étudiées, dans le deux
cas, al'aide de la notion de structure d'intervalle (ou
structure intervallique)®. Rappelons qu'une structure
d'intervalles permet de représenter tout accord d'un
systéme tempéré divisé en 12 parties (ou n parties)
avec un mtuplet (ay, ay, ..., an), tel que a; compte le
nombre de demi-tons (ou des intervalles unitaires
minimaux du systéme tempéré) entre la premiére et la
deuxiéme note et ainsi de suite, avec la convention
guelasomme a;+ ay+...+ a, soit égale a 12 (plus en
général an). La représentation intervallique offre
guelques avantages remarquables. Par exemple, elle
permet de caractériser les renversement d'un accord
par simple permutation circulaire (Fig.1) :

2 Voir, par exemple la formalisation de I'approche de
Zalewski a travers les concepts de I'algébre
universelle par Anna Romanowska (1974) et les
études de Carmine Moscariello sur le catalogue de
Zalewski par rapport au concept de consonance et de
dissonance (Moscariello, 1995).

% A ne pas confondre avec les notions de vecteur
dintervalles (Forte) ou de fonction dintervalle
(Lewin) sur lesquelles nous reviendrons plus tard.
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Fig.1: Renversement d'accords et structure
intervallique.

La structure intervallique permet aussi de mettre en
évidence la symétrie interne d'un accord. Par
exemple, tout mode a transposition limitée de
Messiaen est donné par une structure intervallique
ayant des périodicitésinternes, i.e. des sous-structures
intervalliques qui se répétent (et vice-versa, toute
structure intervallique ayant des sous-périodes
correspondent musicalement a des modes a
transpositions limitées de Messiaen). Cela permet
donc d'obtenir facilement un catalogue exhaustif des
modes a transpositions limitées pour toute division de
I'octave en n-parties égales. Lafigure suivante montre
les deux modes a transpositions limitées qui avaient
échappé a Messiaen, et ceci malgré sa conviction
d'avoir répertorié toutes structures modales ayant
cette propriété particuliére :
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Fig.2 : Deux modes a transposition limitée et leur
représentation intervallique.

Les deux gammes (ou bien les deux accords, si on les
pense dans la verticalité) ne sont évidemment pas
équivalentes a une transposition prés, car les
structures intervalliques correspondantes ne sont pas



équivalentes a une permutation circulaire preés.
Autrement dit, une structure intervallique (et ses
permutations circulaires) caractérise entierement un
accord et toutes ses transpositions (avec
renversements). Mais I'exemple précédent nous offre
la possibilité de comprendre une autre relation que
I'on peut établir entre les deux accords. Les deux
structures intervalliques sont, en effet, chacune la
lecture rétrograde de l'autre. Musicalement cela
sexprime a travers I'opération d'inversion, en disant,
par exemple, que le deuxiéme mode est une inversion
du premier par rapport a une note fixe (dans ce cas-la
le do=0 ou hien le fa#=6). Cette opération est a la
base de la relation d'équivalence entre accords
proposée par Allen Forte. Dans son catalogue, qui
comprend 223 ensembles de classes de hauteurs
(pitch-class sets)*, deux accords sont équivalents si
['un est une transposition ou une inversion de l'autre.
En termes d'action d'un groupe sur un ensemble, on
est ainsi passé du groupe cyclique au groupe dihédral
opérant sur I'ensemble Z/nZ. Cela correspond a un
changement de paradigme et une analyse basée sur
cette notion d'équivalence doit pouvoir en tenir
compte. Une des conséquences les plus importantes
du recours au groupe dihédral est I'équivalence
formelle entre I'accord majeur et |'accord mineur.
Dans le catalogue de Forte, les deux accords sont
identifiés, ce qui pose des problémes lorsque ce type
d'approche concerne |'analyse de la musique tonale.
Autrement dit, le choix du paradigme dihédral
comme outil de classification d'accords conduit
naturellement a privilégier I'analyse de la structure de
lamusique atonale, pour citer le titre de I'ouvrage de
Forte, musique dans laquelle les deux notions de
majeur et de mineur peuvent plus aisément étre
confondues.

Par voie de conséquence, I'utilisation de classes
d'équivalence aussi bien dans I'analyse que dans la
composition, est étroitement liée au paradigme
algébrique sur lequel on sappuie pour définir la
notion d'équivalence entre accords. Cela nous semble
particuliérement important dans le domaine de la
musicologie computationnelle, dans lequel la
manipulation des structures musicales assistée par
ordinateur, en particulier comme outil danalyse
musicale, est nécessairement soumise a une réflexion
épistémologique. Mais le concept de groupe, et celui
d'action de groupe en particulier, est loin d'étre
simplement un outil technique de calcul. Selon le
mathématicien Henri Poincaré, "le concept général de
groupe préexiste dans notre esprit. |l sest imposé a
nous, non pas comme une forme de notre sensibilité,
mais comme une forme de notre entendement”
(Poincaré, 1905).

Dans la section suivante, nous résumons quelques
concepts de base de la théorie des groupes. La

4 On a gjouté, comme dans le cas du catalogue des
classes de transpositions d'accords, |'ensemble vide et
I'ensembl e formé d'une note seulement.

troisieme section décrit les classes d'équivalence
d'accords (a une transposition pres) en termes d'action
de groupe. La quatriéme section montre comment le
méme concept permet de formaliser les principes de
base de la Set-Theory pourvu gue I'on change le type
de groupe opérant sur un ensemble donné. L'analogie
entre classes d'équivalence d'accords et classes
d'équivalence de rythmes ne sera pas discutée dans ce
papier, car elle adéa été traitée dans d'autres éditions
des Journées d'Informatique Musicale (Andreatta et
al., 1999 ; Andreatta et al. 2001).

2 Qudgues définitions de base

Cette section introduit quelques concepts de base
de la théorie des groupes, dont on montrera une
interprétation musicale dans la section suivante.

2.1  Définition d'un groupe
Par définition, un groupe est la donnée d'un
ensemble G d'éléments et d'une opération binaire "- "
vérifiant les quatre axiomes suivants sont satisfaits:
- Cléture: a- b appartient a G pour tout a et b dans
G.
- Associativité: (a-b)-c = a- (b-c) pour tout a, b,
¢ élémentsde G.
- Identité : Il existe un élément e dans G tel que
a-e=e-a =a pour tout élément a dans G.
- Inverse : Pour tout élément a dansGil existe un
seul élémenta’ dansGtel quea-a'=a'-a=a

Nous nous concentrerons en particulier sur quatre
groupes qui nous semblent avoir une application
intéressante dans la musique : le groupe cyclique, le
groupe dihédral, le groupe affine et le groupe
symétrique.

2.2  Groupescycliques

Un groupe cyclique de n éléments (i.e. d'ordre n)
est un groupe (G,-) dans lequel il y a (au moins) un
élément g tel que toute élément de G est égal a
g-g-...-g,ou laloi de groupe "-" est appliquée un
nombre fini de fois. Autrement dit, G est engendré
par I'élément g que I'on appelle aussi |e générateur du
groupe. En général un groupe cyclique d'ordre n est
engendré par tout entier d relativement premier avec
n (i.e. 1 est le seul diviseur commun de n et d).
Traditionnellement un groupe cyclique d'ordre n est
représenté par l'ensemble {0,1,...,n-1} des entiers
(modulo n) et il est indiqué avec Z/nZ. D'un point de
vue géométrique, un groupe cyclique peut étre
représenté par un cercle, dans lequel les entierso, ...,
11 sont distribués uniformément. On passe d'un entier
a l'autre par rotation autour du centre du cercle d'un
angle égal a un multiple de 30° (dans le cas n= 12).
Musicalement, les rotations sont équivalentes aux
transpositions, comme on verra dans la prochaine
section.



2.3 Groupesdihédraux

Un groupe dihédral ©n, -) d'ordre 2 est un
group engendré par deux élémentsa, b tels que:
1 aa-..-a=a"=eoulopération de groupe "-"

est appliquéen fois et e est I'identité
2 b-b=e

Autrement dit, le groupe dihédral Dn est formé
des 2n produitsa - b pour i comprisentre 1 etn et j=1
ou 2. Le nom "dihédral" gwo-faced) dérive du fait
que d'un point de vue géométrique, ce groupe
correspond au groupe des symétries d'un polygone
régulier de n cdtés dans |e plan. Ces symétries sont de
deux types : rotations et réflexions (ou miroirs par
rapport a un axe). Musicalement, les réflexions sont
des inversions par rapport a une note choisie comme
pole.

2.4 Groupes affines

Dans cette section nous limiterons |'étude du groupe
affine au groupe des applications affines sur
I'ensemble Z/nZ. Par définition, une transformation
affine de Z/nZ est une fonction f qui transforme un
élémentx de Z/nZ dans ax+b (modulo n) ou a est
relativement premier avec n et b appartient & Z/nZ.
Dans le cas de n=12, le facteur multiplicatif a
appartient a Il'ensemble U={15,7,11}. Une
transformation affine se réduit a une simple
transposition en prenant a=1. De méme, les
inversions sont des applications affines avec a=11.
Le groupe affine sur Z/nZ sera indiqué avec Affn et
consiste en 48 permutations. En analogie avec le cas
des groupes dihédraux, on peut considérer le groupe
affine Aff12 comme étant formé par les 12 j (12)
produitsa - bl - ¢ pour i compris entre 1 et n, j=1 ou 2
et k=1ou 2, j étant I'indicateur d'Euler (ou Fonction
indicatrice d'Euler), i.e. I'application qui a tout entier
naturel mnon nul associe le nombre d'entiers naturels
inférieurs a m et relativement premiers avec m Dans
le cas du groupe Z/12Z on a j(12)=4 et donc la
cardinalité du groupe Affl2 est égale a 48.
Musicalement, les éléments a, b et ¢ correspondent
respectivement aux transpositions, aux inversions
(par rapport aun axe) et al'application qui transforme
le total chromatique dans la séquence des quintes (ou
des quartes).

2.5 Groupes symétriques

Un groupe symétrique sur I'ensemble Z/nZ est le
groupe des applications bijectives de Z/nZ dans lui-
mémei.e. des permutations des éléments{0,1,...,n-1}
avec comme loi de composition interne la loi de
composition entre deux permutations. Le groupe

contient n!'=1" 2" ...” n éléments et il sera dorénavant
indiqué avec Sn.

2.6 L'action d'un groupe sur un ensemble

Par définition un groupe G, -) Opére sur un
ensemble X si il existe une application ACTION de
G X dans X telle que les deux conditions suivantes
sont satisfaites:

1. ACTION (a-b, x) = ACTION (a, ACTION (b-x))

pour tout a, b dans G et x dans X.

2. ACTION (e, X) = x pour tout x dans X, ou e est

I'identité de G.

La premiére propriété est une sorte de condition
de compatihilité entre le concept d'action et laloi de
groupe. La deuxiéme propriété garantie que
"I'élément identité" de G opére comme "l'action
identique" en laissant fixe tout élément de I'ensemble.

Deux ééments x, y dans l'ensemble X sont
conjugués si I'un est I'image de I'autre sous I'action de
Gsur X, en d'autres termes s'il y a un élément a dans
Gtel quey= ACTION (a, x). La conjugaison est une
relation d'équivalence (i.e. elle est réflexive,
symétrique et transitive). Les classes d'équivalence
sont aussi appeléesorbites. Musicalement, I'action du
groupe cyclique sur I'ensemble des entiers de classes
de hauteurs permet de définir les classes de
transposition des accords. Les orbites par rapport a
I'action du groupe dihédral sont les ensembles de
classes de hauteurs dans le sens de Forte (pitch-class
sets). Le catalogue des classes équival ences d'accords
a une application affine prés a été établi de deux
facons différentes par Robert Morris (Morris, 1987)
et Guerino Mazzola (Mazzola, 1990). En ce qui
concerne les orbites issues de l'action du groupe
symétrique Sn sur Z/nZ , le catalogue se réduit a 77
classes d'équivalence, toujours en incluant la classe
vide et I'orbite formée par une note. Le compositeur
et théoricien mexicain Julio Estrada a proposé
d'utiliser cette notion d'équivalence formelle pour
contrbler la texture verticalle des structures
polyphoniques. Le choix d'un groupe spécifique qui
opére sur un ensemble n'est donc pas qu'un probleme
technique, maisil a des conséquences musicol ogiques
intéressantes. Z/nZ, Dn, Affn et Sn offrent de
véritables paradigmes a l'intérieur desquels il est
possible de modeler le concept d'équivalence
musicale. Il faut remarquer que deux accords
équivalents selon l'action de Z/nZ resteront
équivalents sous l'action de chacun des groupes
jusquici considérés. Vice-versa, deux structures qui
sont équivalentes a une permutation prés (i.e. sous
I'action du groupe symeétrique Sn sur Z/nZ) ne seront
pas nécessairement équivalentes sous |'action d'autres
groupes. Dans les sections suivantes, on donnera
guelques exemples d'application musicale de ces
quatre types d'action de groupe en privilégiant les
outils informatiques développés pour I'analyse
musicale a l'aide de la Set-Theory, aussi bien dans la
formulation classique issue d'Allen Forte que dans les
récents dével oppements proposés par David Lewin.



3. Classes de transposition
d'accords: I'action de Zn sur Zn.

Comme Xenakis I'a souligné a partir des années
soixantes, "on peut affirmer gqu'avec les vingt-cing
siecles d'évolution musicale, on aboutit & une
formulation universelle en ce qui concerne la
perception des hauteurs, qui est la suivante :
I'ensemble des intervalles mélodiques est muni d'une
structure de groupe avec comme loi de composition
I'addition" (Xenakis, 1965; p. 69). Autrement dit,
toute division de I'octave dans un nombre donné n de
parties égales, peut étre représentée par un groupe,
plus précisément le groupe cyclique des entiers
modulo n, par rapport al'addition modulo n.

La figure suivante montre la représentation
circulaire (ou cadran d'horloge) du systéme tempéré a
12 dégrés dans laquelle on a mis en évidence
I'intervalle générateur de "qunarte juste".

Figure 3. Cercle des quartes dans e systéme tempéré
a 12 dégrées.

Dansle casdeladivision de |'octave en 12 parties
égales, nous avons trois autres intervalles générateurs.
I1s correspondent aux cercles des secondes mineures,
des quintes justes et des septiémes majeures,
engendrés respectivement par les entiers 1, 7 et 11
(i.e. tous et seuls les nombres relativement premiers
avec 12). Comme nous avons déja mentionné dans la
section précédente, le groupe cyclique Z/nZ peut étre
considéré comme engendré par des opérations plutot
gue par des éléments. Soit Ty la transposition de k
"demi-tons"' (au sens de l'intervalle de base minimal
pour une division de l'octave donnée). Pour tout
entier k relativement premier avec n, Ty engendre le
groupe cyclique Z/nZ. Par définition, étant données
deux transpositions Ty et T, on peut définir la loi de
composition " " de deux transpositions dans la fagon
suivante :

T+ Th =Tien

ou I'addition k+ h est calculée modulon.

Les axiomes qui permettent de définir une
structure de groupe sont respectés. Cette opération a
deux propriétés ultérieures par rapport a Z/nZ en tant

gu'ensemble :

1 (Tx- Th) X) = T« (Th (X)) pour toute transposition
T , T, et pour tout élément x dans Z/nZ.
Autrement dit, transposer un entier de classe de
hauteur par h demi-tons et aprées par k demi-tons,
est équivalent a transposer le méme entier par
h+k demi-tons (modulo n).

2. To(X) = T, (X) = x pour tout x dans Z/nZ, ou Ty
(ou T, ) est latransposition identique.

En vertu de la définition donnée dans la section
2.6, on peut conclure que la transposition musicale
définit une action au sens mathématique du terme.
L'énumération des classes des transpositions
d'accords est donc équivalente a I'étude des orbites
d'accords par rapport a I'action du groupe Z/nZ sur
[ui-méme. Un premier probléme concerne
['énumération de toutes ces orbites pour un
tempérament donné. La fonction car d de la librairie
Zn permet de calculer le nombre de classes de
transposition d'un accord ayant k éléments. Le patch
en Figure 4 montre la situation pour n=12 et n=24. Il
y a par exemple, 80 hexacordes k = 6) dans la
division de I'octave en 12 parties, alors qu'il y en a
plus de 5000 (précisément 5620) dans le systéme en
guarts de ton. Cela donne déja une bonne idée de la
complexité combinatoire engendrée par des grandes
valeursden.
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Figure 4 : Nombre de classes de transpositions

d'accords dans |le systeme tempéré a12 et a24
dégrés.

4. Ensembles de classes des

hauteurs (pitch-class sets) ou
I'action de Dn sur Zn

Apreés I'ouvrage théorique d'Allen Forte (1973),
plusieurs implémentations de la Set-Theory ont été



proposées.’ Dans |e cas de |alibrairie Dn, nous avons
commencé par adapter en OpenMusic une
implémentation en lisp réalisée par Janusz Podrazik.
Nous avons par la suite gouté dautres outils
algébriques, en incluant certaines constructions
théoriques proposées par David Lewin (Lewin,
1987). Comme pour le cas précédent, nous voulons
obtenir un catalogue complet d'ECH pour toute
division de I'octave en n parties. Pour cette raison
nous avons utilisé le concept d'action du groupe
dihédral sur I'ensemble Z/nZ. Cette action détermine
les classes d'équivalence d'accords a une transposition
et une inversion prés. La figure 5 représente une
relation d'équivalence compatible avec I'action du
groupe dihédral sur Z/12Z. Un accord de do majeur
est transformé en accord de do mineur par une
inversion (par rapport al'axe qui passe par les points
0 et 6) suivie par une transposition (d'une quinte).
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Figure 5 : équivalence majeur/mineur dansle
paradigme Dn.
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Notons que le groupe n'est pas commutétif, i.e. le
changement d'ordre dans les opérations donne un
résultat différent (en faita-b=b-a' ou a' est I'inverse
de a). Avec la fonction Dn-card on peut calculer
pour tout n et k le nombre d'ECH 'généralisées’ ayant
cardinalité k. La figure suivante (Figure 6) offre une
énumération comparative pour le systéme tempéré a
12 et 224 dégrés.

® Par exemple Castine (1994). Voir aussi la section
11.5.2.3 de Mazzola (2002) pour une discussion sur
les outilsinformatiques de la Set-Theory.
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Figure 6 : Distribution du nombre d'orbites sous
I'action de Dn dansle casde ladivision de l'octave en

12 et en 24 parties égales.

Comme dans le cas du groupe cyclique Z/nZ, on
peut remarquer la propriété dinvariance de la
fonction Dn-card entre les orbites ayant k et n-k
éléments, ce qui suggere que l'on peut restreindre la
classification aux classes d'équivalences ayant
cardinalité k inférieure ou égale a n/2 sans perte de
généralité.

Une fois le nombre d'orbites calculé, le probléeme
se pose de les énumérer en ayant un critére
d'ordonnancement cohérent, pour éviter de répéter
des structures musicales qui sont équivalentes mais
dont on peut avoir plusieurs représentations. Dans la
littérature américaine, la représentation canonique
d'une orbite sappelle forme primaire (prime form)
d'un ECH. Elle est obtenue en choisissant parmi les
possibles permutations cycliques ou inversions d'une
structure intervalliqgue donnée celle qui minimise la
distance entre la premiére note et toutes les autres,
avec une transposition finale qui fait correspondre la
premiére note a I'entier 0. Dans le cas ou I'orbite est
dans la forme la plus compacte mais ne commence
pas par 0, on dit qu'elle est dans un ordre normal
(normal order)®. La figure suivante (Figure 7) montre
le processus de réduction a l'ordre normal et a la
forme primaire d'un hexacorde généré d'une fagcon
aléatoire.

® Plus précisément, le processus que I'on vient de
décrire conduit aux formes primaires du catalogue de
Forte. D'autres théoriciens, tels que John Rahn (1980)
ou Robert Morris (1987) utilisent un algorithme
d'ordonnancement différent.
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Figure 7: Ordre normal et forme primaire d'un
hexacorde engendré d'une fagon aléatoire.

La fonction pc- set (figure 8) opére sur un ECH
représenté dans le catalogue de Forte par deux
nombres séparés par un trait d'union (le premier
nombre correspondant a la cardinalité de I'ECH et le
deuxiéme correspondant a la position de I'ECH dans
le catalogue des formes primaires de Forte). L'ECH
peut étre représenté sous trois formes(types) :

- La représentation par entiers des classes des
hauteurs (integer mode). Elle est donnée par une
collection ordonnée d'entiers entre 0 et 11 qu'on
appelle aussi les"residus".

Le vecteur dintervalles (vector mode). Cette
représentation est donnée a travers un 6-tuplet
dont le premier éément compte le nombre
dintervalles de seconde mineure a l'intérieur de
I'accord, le deuxiéme éément compte le nombre
d'intervalles de seconde majeure et ainsi de suit,
jusgu'au dernier élément du 6-tuplet, qui compte
le nombre dintervalles de quarte augmentée

(triton).

La représentation symbolique traditionnelle pour

ce qui concerne les hauteurs pitch mode). Par

convention, 0=C=do, 1=C#=do#=Db=réb, ...,
11=B=si.

L'ECH dans la représentation par résidus peut
facilement étre convertie dans la représentation
intervalligue déa introduite, grace a la fonction
générique n—structure , ou l'entier n indique
I'ordre du groupe cyclique dans lequel se trouve la
structure intervallique (Figure 8).
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Figure 8 : Lesfonctionspc- set et n-structure.

Comme Forte et Lewin l'ont bien montré, le
vecteur d'intervalles ne détermine pas un ECH d'une
facon unique. Autrement dit, il y ades ECH qui ont le
méme vecteur dintervalles mais qui ne sont pas
équivalents dans le paradigme Dn, c'est-a-dire qu'ils
ne sont pas liés par des transpositions ou des
inversions. D'aprés Forte, cette relation est appelée la
relation Z. Un exemple d'ensemble en relation Z avec
I'ECH 6-z10 de la figure précédente est montré dans
laFigure9:
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Figure 9: un ECH enrelation Z avec

I'ensemble 6-7210

Comme on peut le constater, les n-struct ures
correspondantes ne sont pas en rapport de
permutation cyclique ou d'inversions, ce qui prouve
gue les deux accords ne sont pas représentés par la
méme orbite.

L'opération ensembliste suivante est celle du
passage au complémentaire. Par définition, deux




accords sont complémentaires siils forment une union
disjointe du total chromatique (i.e. s le tota
chromatique est I'union des deux accords et si leur
intersection est vide). Cette définition concerne la
relation de complémentarité au sens "littéral" et elle
peut donner lieu & certaines contradictions si elle
sapplique au niveau de la forme primaire. Dans ce
cas on parlera de relation de complémentarité
"abstraite", car elle opére sur les classes d'équivalence
et non sur les représentants. Prenons |'exemple
suivant (figure 10), tiré de l'analyse du Sacre du
Printemps d'l. Stravinsky par Allen Forte (Forte,
1978).”

L'ECH A est inclus dans I'ECH B, car tout
élément de A appartient aB. Le complément "littéral"
de A est donné par C que I'on peut transformer en B &
travers des transpositions et des inversions. En
conclusion, A est contenu dans son complémentaire,
ce qui pourrait sembler (mais ce ne l'est pas) une
contradiction logique.

i

Figure 10 : Un ECH contenu dans son
complémentaire.

La relation dinclusion et du passage au
complémentaire permet de mettre en relation des
ECH ayant cardinalité différente. Cela est réalisé
gréce au concept de complexe et de sous-complexe
d'ensembles. Par définition, le complexe d'un ECH A
est la collection d'ensembles de classes des hauteurs
Xi qui sont en "relation d'inclusion” avec A ou son
complémentaire. Cette notion est trop faible pour
permettre d'établir un réseau raisonnable autour d'un
ECH donné, raison pour laquelle Forte introduit le
concept plus puissant de sous-complexe d'ensembles.
Par définition, le sous-complexe d'un ECH A est la
collection d'ensembles de classes des hauteurs X qui
sont en "relation dinclusion" avec A et son
complémentaire. Le sous-complexe de A est indiqué
avec Kh(A) et I'ensemble A est appelé le néxus du
sous-complexe. La figure suivante (figure 11) montre
le sous-complexe de I'ECH 4-28 correspondant a
I'accord de septiéme diminué. Son sous-complexe
comprend quatre ensembles, dont la représentation

" Cet exemple est discuté aussi par Marc Chemillier
(2987).

circulaire met en évidence les rapports d'inclusion
avec le néxus et son complémentaire.
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Figurell : Le sous-complexe de I'accord de
septieme diminue.

Cette démarche est appliquée par Forte dans sa
célébre analyse du Sacre du Printemps de Stravinsky
(Forte, 1978), avec une attention particuliére aux
aspects épistémologiques : "du fait du nombre
important d'harmonies présentes dans le Sacre, il est
important de sélectionner les harmonies principales
avec beaucoup de soin et avec un certain dégré de
flexibilité. Un schéma de complexes d'ensemble
contenant quasiment tous les ensembles est utile,
mais il requiert une interprétation intelligente" (p.
132). Un ECH en particulier, selon Forte, caractérise
['organisation harmonique de la piece. |l sagit de
I'hexacorde 6-27, dont le sous-complexe est donné
par les cing ensembles de classes des hauteurs en
figure 12.
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Figure 12 : Le néxus principal du Sacre et son
sous-complexe d'aprés |'analyse de Forte.

D'autres théoriciens ont développé des techniques
différentes pour mettre en relation des ensembles
ayant cardinalité différentes. Parmi les outils les plus



intéressants, aussi bien dun point de vue
mathématique que d'un point de vue musical, on peut
citer le concept de systeme d'intervalles généralisés
(GIS) introduit par David Lewin (1987). Ce concept
permet une généralisation des résultats de base de la
Set-theory gréce a l'introduction de quelques outils
algébriques nouveaux. Par définition, un systéme
dintervalles généralisés GIS est la donnée d'un
ensemble S, d'un groupe dintervalles généralisés®
IVLS et d'une fonction "intervalle" int définie sur le
produit cartésienS”~ S avaleur dans le groupe IVLS
vérifiant les deux axiomes suivants sont respectés:

1. Pour tout objeta, b, c dansS:
int(a,b)int(b,c)=int(a,c)

2. Pour tout objet a dans S et tout intervalle i dans
IVLS il y a un seul objet b dans S tel que
int(a,b)=i

Lagénéralisation de la Set-Theory s'obtient al'aide de
deux fonctions qui opérent non plus sur un simple
ECH, mais sur des ensembles différents. Tout
d'abord, voyons comment généraliser la notion de
vecteur d'intervalles de Forte a l'aide de la fonction
intervallique généralisée IFUNC. Par définition, dans
un systeme d'intervalles généralisés
GIS=(S,IVLS,int), la fonction intervallique associe a
deux sous-ensembles X, Y de S et a tout élément i
dans le groupe IVLS le nombre de couples @b)
d'éléments de X et Y respectivement tels que
int(a,b)=i. Formellement :

IFUNC(X,Y)(i) = #{(a,b): al X, bl Y, int(a,b)=i}.

La figure 13 montre la fonction intervallique entre
I'accord mineur (0 3 7) et I'accord majeur (0 4 7) dans
le casdu groupe IVLS=2/12Z et avec int |'application

" distance en demi-tons". °
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Figure 13 : un exemple de fonctionintervallique

A noter que IFUNC(X,Y)(1) donne toujours le
nombre d'éléments communs entre X et Y, tandis que

8 Ce groupe n'est pas nécessairement le groupe
cyclique d'ordre 12, ou le groupe dihédral d'ordre 24,
comme dans le cas de la théorie de Forte, maisil peut
étre n'importe quel groupe fini (commutatif ou pas).

® Cest-adireint(0,x)=x pour tout x dans Z/12Z.

IFUNC(Y,X) correspond a lalecture en rétrogradation
de la fonction IFUNC(X)Y) toujours a partir du

premier éément IFUNC(X,Y)(1). La figure 14
exemplifiececas:
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Figure 14 : lafonction intervallique appliquée aux
mémes ensembles mais dans I'ordre inverse.

Il sagit en effet d'une généralisation du vecteur
dintervalles de Forte, comme on le constate en
calculant la fonction intervallique dans le cas X=Y.
La figure 15 montre la relation entre IFUNC d'un
ensemble X et le vecteur d'intervalles de Forte :
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Figure 15 : Lafonction intervallique et le vecteur
dintervalles

A noter que IFUNC (X,X)(1) donne simplement la
cardinalité de I'ensemble X tandis que les valeurs
IFUNC(X,X)(i) pour i>1 se distribuent d'une fagon
symétrique par rapport a la valeur centrale j ou
j=1+n/2 et n est la cardinalité du groupe IVLS Une
autre fonction qui généralise quelques résultats
classiques de la Set-Theory, comme par exemple le
théoréme de I'hexacorde généralisé de Babbitt ou le
concept des sous-complexes d'ensembles de Forte, est
lafonction injection INJ. Soit GIS=(S, IVLS, int) un
systéme dintervalles généralisés et soient X et Y
deux sous-ensembles de S. Pour toute application
bijective f de X dans Y, on peut définir la fonction
injection INJ(X,Y) en correspondance de f comme le
nombre d'élémentsx dans X tels que f(x) appartient a
Y. Lafigure 16 offre un exemple de fonction injection
entre |'accord de do majeur et |'accord de septieme de
dominante, en correspondance de la fonction
f=transposition alaquinte.
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Figure 16 : Lafonction injection dans |e cas d'une
transposition.

La fonction injection généralise la fonction
intervallique IFUNC précédente, gréce a la simple
relation suivante (Cf. Lewin, 1987 ; théoréme 6.7.1 p.
147), ouTi est |'opération de transposition de i demi-
tons:

IFUNC(CX,Y)(i) = INJCX,Y)(Ti )

Somme toute, "on peut remplacer entierement le
concept d'intervalle dans un GIS avec le concept de
transposition dans un espace" (Lewin, 1987; p. 157).
Plus en général, "...on peut remplacer le concept
méme de GIS avec I'idée d'un espace S sur lequel on
a un groupe d'opérations qui opére d'une fagon
simplement transitive" (Lewin 1987, p. 157)*°. Ceci
constitue la base de |'approche transformationnelle,
qui fait abstraction des propriétés de |'objet pour se
concentrer sur les propriétés des opérations sur
I'objet, une idée qui, comme on l'a vu, est dga
implicite dans la démarche algébrique au sens des
mathématiques modernes. Dans le cas du théoréme de
I'hexacorde généralisé de Babbitt, la généralisation
proposée par Lewin est particulierement élégante.
Rappelons que le théoreme de I'hexacorde affirme
gu'un hexacorde et son complémentaire ont le méme
vecteur dintervalles. En utilisant la fonction
"Iinjection" que I'on vient de définir, on peut affirmer
gue pour toute fonction bijective f et tout hexacorde
X (et son complémentaire X') on alarelation suivante

INJ(X,X)(F) = INIOX,X)(F)

L'implémentation d'autres fonctions algébriques
issues de la théorie transformationnelle de Lewin

19 D'un point de vue mathématique cette équivalence
pose un probléme, comme le mathématicien roumain
Dan Tudor Vuzal'a bien mis en évidence, car "il n'y a
pas de correspondance bhijective entre un GIS et une
action simplement transitive" (Vuza, 1988, p. 277).

représente un axe de recherche en cours dans le
travail de these del'un des auteurs (Andreatta, 2003).

5. Les orbites affines, ou I'action de
Aff(n) sur Z/nZ.

Comme on I'a souligné dans la partie introductive,
I'utilisation du groupe affine pour définir la relation
d'éguivalence entre accords réduit le catalogue des
orbites a 88 représentants. Pour comprendre
comment |le groupe affine opére sur I'ensemble Z/nZ,
reprenons le cas de I'accord majeur sous |'action des
deux groupes étudiés précédemment. Les figures 17
et 18 montrent, respectivement, I'action du groupe
cyclique et du groupe dihédrale.
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Figure 17 : Action "transpositionnelle” du groupe
cyclique sur un accord majeur.
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Figure 18 : Action du groupe dihédral sur I'accord
majeur ou équivalence majeur/mineur.

Dans le cas de l'action du groupe affine, tout
intervalle de quinte ou de quarte est transformé dans
I'intervalle du demi-ton chromatique. La figure 19
montre la transformation de I'accord majeur sous
I'action du groupe affine.

& . da¥ E o
- "\ 7 T
= NN A wg
B o [ N\ e L‘ SR ==
| ! \ I 8
mll"' "I_'__,__-'—.‘m e _/'ll""’
R e
s ar

047, 8- PEN @, 1=081

Figure 19 : Action du groupe affine sur |'accord
majeur.

Le débat sur la pertinence musicale de I'action du
groupe affine, dans le domaine des hauteurs, n'a pas
encore obtenu |'unanimité aupres des musi col ogues et
théoriciens de la musique. Certains théoriciens,
comme Robert Morris, suggérent que les
transformations affines opérent sur des progressions



typiques de la musique jazz en préservant le caractére
cadentiel. La figure 20 montre un exemple de
progression suggérée par Morris qui est "préservée’,
dans son caractére cadentiel, par les transformations
affines.

Figure 20 Deux progressions étant l'une la

transformée affine de |'autre.

Enfait, si on analyse |e passage avec la représentation
circulaire, on peut se rendre compte que la
progression est formée par deux types d'accords qui
sont simplement échangés & travers |'application
affine (voir figure 21) :
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Figure 21 : Les deux progressions précédentes dans la
représentations circulaire.

6. Les orbites "permutationnelles’,
ou I'action de Sn sur Z/nZ.

Cet aspect du catalogue des structures, comme le cas
précédent des applications affines, n'est pas encore
entiérement développé dans OpenMusic. Dans le cas
de I'action du groupe symétrique sur Z/12Z, nous
retrouvons les "textures' au sens dEstrada. Il faut
noter que ce type daction commence a étre

significative pour les accords ayant plus de 3 notes.
Autrement dit, le catalogue d'accords sur I'action du
groupe dihédral et du groupe symétrique est le méme
pour les accords de structures intervalliques ayant 1,
2 ou 3 notes. Le groupe symétriqgue commence a
opérer véritablement & partir des tétracordes. Par
rapport aux 43 orbites dans le paradigme Z/12Z, aux
29 pitch class sets dans le paradigme D12 et aux 21
orbites affines, le cataogue des orbites
"permutationnelles" se réduit a 15 représentants. En
autre, la distribution des orbites ne garde plus le
caractere de symétrie formelle qu'elle possédait dans
le cas des trois groupes précédents. La figure 22
montre la nouvelle distribution des orbites
représentés a|'aide de la structure intervallique®* :
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Figure 22 : Distribution des orbites dans le cas de
I'action du groupe symétrique sur Z/12Z.

7. Conclusion

L es méthodes al gébriques offrent un cadre élégant
pour traiter le probléme de la formalisation des
structures musicales. Dans ce papier nous nous
sommes concentrés sur la formalisation dans le
domaine des hauteurs. La méme démarche s'adapte
tout aussi bien a la formalisation des structures
rythmiques, comme nous |'avons montré ailleurs en
suivant la démarche de trois grands théoriciens de la
musique du XXéme siecle : lannis Xenakis, Milton
Babbitt et Anatol Vieru.

Pour ce qui concerne le domaine des hauteurs,
I'approche algébrique offre, & notre avis, une
meilleure compréhension structurelle de certaines
approches musicologiques, telles que la Set-Theory.
En introduisant |e concept d'action d'un groupe sur un
ensemble, toute démarche analytique visant a établir
un catalogue exhaustif d'accords peut Sinterpréter
comme le choix d'un paradigme a l'intérieur duquel

1 par convention, (0) indique la structure ayant une
seule note et (12) le totale chromatique.



déduire une notion déquivalence au sens
mathématique. La possibilité de pouvoir changer de
paradigme, selon le style a analyser ou la démarche
compositionnelle a poursuivre, représente I'un des
enjeux majeurs d'une approche computationnelle de
type algébrique pour la formalisation des structures
musicales. Les quatre groupes, définissant quatre
possible paradigmes d'investigations, assouplissent la
notion d'éguivalence entre structures musicales, tout
en interrogeant la notion d'algorithmes permettant la
calculahilité explicite des orbites sous I'action d'un
groupe donné.
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